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Dans cet article, nous de finissons et e tudions la notion de corps P-re duisant qui
ge ne ralise celle de corps pythagoricien. Nous montrons que si P de signe un
polyno^me absolument irre ductible de Q(T1 , ..., Tn)[X ], alors aucune extension
finie et stricte de la clo^ture P-re duisante dans d’un corps K hilbertien de carac-
te ristique 0 n’est P-re duisante. Dans une deuxie me partie, nous regardons un cas
particulier de corps P-re duisant: les corps ultra-n-fermatiens. Nous montrons que si
p est un nombre premier impair et si K est un corps de caracte ristique nulle conte-
nant les racines p2-ie mes de l’unite , alors le groupe de Galois, Gal(K u& fermp K ), (ou
K u& fermp de signe la clo^ture ultra-p-fermatienne de K ) est un pro-p-groupe sans
torsion.  2001 Academic Press
This paper is devoted to the notion of P-reducing field, which generalizes the
notion of a Pytagorean field. We show that if P is an absolutely irreducible polyno-
mial of Q(T1 , ..., Tn)[X ], then there is no proper finite P-reducing extension of the
P-reducing closure of an Hilbertian field of characteristic 0. In the second part, we
study a particular case of P-reducing fields: ultra-n-Fermatian fields. We show that
if p is an odd prime number and K is a field of characteristic 0 containing all the
p2 th roots of unity, then the Galois groups, Gal(K u& fermp K ) (where K
u& ferm
p is the
ultra-p-Fermation closure of K ) is a torsion-free pro-p-group.  2001 Academic Press
1. INTRODUCTION
L’objectif de cet article est de pre senter la notion de corps P-re duisant,
qui ge ne ralise assez largement celle de corps pythagoricien. Apre s quelques
rappels sur les corps pythagoriciens et hilbertiens, nous pre sentons dans
une premie re partie, la notion de corps P-re duisant qui appara@^t pour la
premie re fois dans [Des3] ou nous montrions dans une annexe qu’aucune
extension finie et stricte de Q pyth (la clo^ture pythagoricienne de Q) n’est
pythagoricienne. Ce re sultat, comme nous allons le voir, est en fait valable
dans le cadre beaucoup plus ge ne ral ou l’on suppose juste K hilbertien. Si
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P # Q[T1 , ..., Tn , X ], on dit qu’un corps K est P-re duisant si pour toute
spe cialisation (t1 , ..., tn) # K, le polyno^me P(t1 , ..., tn , X ) se de compose
totalement sur K. Nous montrons dans cette partie que si K de signe un
corps hilbertien de caracte ristique 0 et si P de signe un polyno^me absolu-
ment irre ductible sur Q[T1 , ..., Tn , X ], alors aucune extension finie et
stricte de la clo^ture P-re duisante de K (i.e. la plus petite extension alge brique
P-re duisante de K ) n’est P-re duisante. Les corps pythagoriciens e tant un
cas particulier des corps P-re duisants, nous obtenons alors le re sultat
annonce pre ce demment.
Dans une deuxie me partie, nous nous inte ressons a un cas particulier de
corps P-re duisant: les corps (ultra-)n-fermatiens. Ce sont les corps de
caracte ristique 0 qui ve rifient K n=K n+K n (et qui posse dent les racines
n-ie mes de l’unite ). La notion de corps fermatien a e te introduite et e tudie e
par Ribenboim (cf. [Rib2, Rib3]). Ribenboim s’est notamment inte resse a
la ‘‘P-re duction’’ pour les polyno^mes P=X n&H(T1 , ..., Tn). Nous montrons
une se rie de re sultats arithme tiques concernant les corps ultra-n-fermatiens.
En particulier, apre s avoir caracte rise sous certaines contraintes la
proprie te pour un corps d’e^tre n-fermatien en regardant les extensions cycli-
ques de K de degre divisant n (caracte risation qui repre sente un analogue
au the ore me de Diller et Dress), nous montrons que si p est un nombre
premier impair et si K contient les racines p2-ie mes de l’unite , alors le
groupe de Galois, Gal(K u& fermp K ), (ou K
u& ferm
p de signe la clo^ture ultra-p-
fermatienne de K ) est un pro-p-groupe sans torsion. Voici maintenant
quelques rappels sur les corps pythagoriciens et hilbertiens dont nous
aurons besoin dans la suite.
Corps pythagoriciens
De finition. Un corps K est dit pythagoricien, si toute somme de carre s
d’e le ments de K est encore un carre dans K.
Par re currence imme diate, un corps est pythagoricien si et seulement si
toute somme de deux carre s est encore un carre (i.e., K 2=K 2+K 2).
Exemples.
v Tout corps K de caracte ristique 2 est pythagoricien. En effet, on a
a2+b2=(a+b)2 pour tout a, b # K.
v Tout corps K alge briquement clos est pythagoricien. En effet, si a
et b sont deux e le ments de K, une racine : # K du polyno^me X 2&a2&b2
ve rifie bien :2=a2+b2.
v Le corps C des nombres constructible a la re gle et aux compas est
pythagoricien. Rappellons (cf. [Des1]) que C est la re union des tours
d’extensions quadratiques re elles de Q. Par construction me^me de C, si a
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et b sont dans C, alors - a2+b2 est dans C, d’ou le fait que C soit
pythagoricien.
v Un corps re el clos (i.e. un corps K tel que [K : K]=2) est
pythagoricien. En effet, K ve rifie K=K 2 _ &K 2 (cf. [Rib1]). En parti-
culier (voir plus bas), la clo^ture totalement re elle d’un corps ordonne K (i.e.
l’intersection de tous les corps re els clos contenant K, voir [Des2]) est un
corps pythagoricien.
v Aucun corps de nombres n’est pythagoricien. En effect, si K est un
corps de nombres, il existe un nombre premier p tel que - p  K; sinon, K
contiendrait le corps Q(- 2, - 3, ...) qui est de dimension infinie sur Q
(cf. [Des1]). Mais alors, comme p=12+ } } } +12 ( p fois), K n’est pas
pythagoricien.
Si (Ki) i de signe une famille de corps pythagoriciens, extensions alge bri-
ques d’un me^me corps, il est clair que i Ki est un corps pythagoricien.
Par suite, si K de signe un corps, parmi toutes ses extensions alge briques
pythagoriciennes, il en existe une plus petite (l’intersection).
De finition. Soit K un corps. On appelle clo^ture pythagoricienne de K
la plus petite extension alge brique pythagoricienne de K. On note ce corps
K pyth.
On peut construite le corps K pyth en conside rant la suite de corps (Kn)n
de finie ainsi:
K0=K; \n0, Kn+1=Kn(- :2+;2):, ; # Kn
On obtient Kn+1 en adjoignant a Kn les e le ments - :2+;2 ou : et ;
parcourent Kn . En particulier, toute somme de carre s d’e le ments de Kn est
un carre dans Kn+1 . Il est alors clair que K pyth=n # N Kn . On e tablit sans
peine (cf. [Rib1]) que l’extension K pythK est galoisienne; la construction
de K pyth prouve notamment que:
The ore me. Soit K un corps. Le groupe Gal(K pythK ) est un pro-2-groupe.
Les corps pythagoriciens pre sentent de tre s inte ressantes proprie te s
arithme tiques, notamment la suivante:
The ore me. Si LK est une extension telle que L soit pythagoricien et
telle que [L : K]<+, alors K est aussi pythagoricien.
On obtient alors:
Corollaire. v Si K est un corps non pythagoricien, K pyth ne posse de
aucune sous-extension stricte de degre fini (i.e. si K/L/K pyth et
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[K pyth : L]<+ alors L=K pyth). En particulier, Q pyth ne posse de aucun
sous-corps M, autre que lui-me^me, tel que [Q pyth : M]<+.
v Si K est un corps, le groupe de Galois, Gal(K pythK ), est un
pro-2-groupe sans torsion.
Diller et Dress (cf. [DD]) ont donne une caracte risation des corps
pythagoriciens ordonnables:
The ore me. Soir K un corps tel que &1  K 2. Les propositions suivantes
sont e quivalentes:
(i) K est pythagoricien;
(ii) K ne posse de pas d ’extension cyclique de degre 4.
Corps hilbertiens
De finition. Un corps K est dit hilbertien si, pour tout polyno^me
irre ductible P # K(T1 , ..., Tn)[X ], il existe une partie V/K_ } } } _K,
Zariski-dense, telle que pour tout (t1 , ..., tn) # V, le polyno^me spe cialise
P(t1 , ..., tn , X ) # K[X ] reste irre ducible.
L’e tude des corps hilbertiens a e te tre s active ces dernie res anne es. Elle
a permis de caracte riser certaines proprie te s galoisiennes, en particulier en
ce qui concerne la the orie inverse de Galois (voir [DeDe] pour plus de
de tail sur le sujet). Voici quelques exemples:
Exemples.
v Tout corps de nombres est hilbertien. C’est le the ore me initial du^ a
Hilbert.
v Tout corps de fractions K(X ) est un corps hilbertien (cf. [FJ]).
v Toute extension de type fini d’un corps hilbertien est hilbertienne
(cf. [FJ]).
v Un corps alge briquement clos n’est jamais hilbertien.
De manie re ge ne rale, il est difficile de pre voir l’hilbertianite d’une exten-
sion infinie d’un corps hilbertien. Par exemple, la clo^ture totalement re elle
de Q, appele e plus ge ne ralement le corps des nombres totalement re els et
note Qtr n’est pas un corps hilbertien, alors que Qtr(- &1) en est un (voir
[Des2, DeDe]). Nous utiliserons dans cet article un tre s profond the ore me
du^ a Weissauer (voir [FJ]) que voici:
The ore me. Soit K un corps hilbertien, LK une extension galoisienne et
ML une extension finie et stricte. Le corps M est hilbertien.
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Ce the ore me prouve, en particulier, que Q pyth(- &1) est hilbertien
(puisque Q pythQ est galoisienne et que - &1  Q pyth) alors me^me que
Q pyth n’est pas hilbertien. En effet, un corps de caracte ristique diffe rente de
2, pythagoricien, n’est jamais hilbertien puisque le polyno^me P(X, T1 , T2)
=X 2&T 21&T
2
2 (qui est visiblement irre ductible) n’admet aucune spe -
cialisation T1=t1 , T2=t2 qui le laisse irre ductible.
2. CORPS P-RE DUISANTS
De finition. Soit n un entier positif et P # Q[T1 , ..., Tn , X ]. Un corps K
de caracte ristique 0 est dit P-re duisant, si pour tout n-uplet (t1 , ..., tn) # K n,
les racines du polyno^me P(t1 , ..., tn , X ) sont dans K.
Il est e vident que si K et L sont deux corps de caracte ristique 0
isomorphes, alors, si K est P-re duisant, L l’est aussi. On a alors:
The ore meDe finition. Soit K un corps de caracte ristique 0 et (Ki) i # I
une famille d ’extensions alge briques de K, P-re duisantes. Le corps L=
i # I Ki est un corps P-re duisant.
En particulier, parmi les extensions alge briques P-re duisantes de K, il en
existe une plus petite ( pour l ’inclusion) note e KP et appele e clo^ture
P-re duisante de K.
L’extension KPK est galoisienne.
Preuve. Si (t1 , ..., tn) # Ln, les racines r1 , ..., rk de P(t1 , ..., tn , X ) sont
dans chaque Ki , donc dans L.
Le corps KP est alors obtenu en prenant l’intersection de toutes les
extensions alge briques P-re duisantes de K (il existe au moins une telle
extension puisque K est P-re duisant).
Soit _ # Gal(K K ); le corps _&1(KP) est P-re duisant, donc KP /
_&1(KP); et ainsi _(KP)/KP . L’extension KP K est donc normale. Comme
K est suppose de caracte ristique nulle, KPK est se parable. K
Comme pour les corps pythagoriciens, on peut construire la clo^ture
P-re duisante d’un corps K. Pour cela, on pose K1=K(:i) i ou :i parcourt
toutes les racines dans K des polyno^mes P(t1 , ..., tn , X ) ou (t1 , ..., tn)
parcourt tous les n-uplets d’e le ments de K. Ensuite, on pose K2=K1(:i) i ou
:i parcourt l’ensemble des racines dans K des polyno^mes P(t1 , ..., tn , X ) et
ou (t1 , ..., tn) parcourt l’ensemble des n-uplets d’e le ments de K1 . Ainsi de
suite, on construit par re currence une suite de corps (Kn)n . Il est alors clair
que KP=n # N Kn .
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Exemples. (1) Si n=0 et P # Q[X ], alors K est P-re duisant si et
seulement s’il contient le corps de de composition C de P sur Q. Ainsi,
QP=C.
(2) Si P=X 2&T1 , alors QP=C(i) ou C de signe le corps des
nombres constructibles a la re gle et au compas.
(3) Si n2 et P=X 2&T 21& } } } &T
2
n , alors K est P-re duisant si et
seulement si K est pythagoricien.
(4) Si K est alge briquement clos, alors K est P-re duisant pour tout P.
(5) Soit n>1 et Pn(T1 , ..., Tn , X )=X n+T1 X n&1+ } } } +Tn , on a
Proposition. Les proprie te s suivantes sont e quivalentes:
(i) K est Pn -re duisant,
(ii) Toute extension finie LK a un degre >n.
Preuve. Si K posse de une extension de degre dn, alors si M de signe
son polyno^me minimal, le polyno^me X n&dM(X ) est la spe cialisation, pour
un certain n-uplet, de Pn(T1 , ..., Tn , X ), qui, par conse quent, ne se de com-
pose pas totalement sur K. Re ciproquement, s’il existe un n-uplet (t1 , ..., tn)
d’e le ments de K pour lequel Pn(t1 , ..., tn , X ) ne se de compose pas totale-
ment, alors un de ses facteurs irre ductibles engendre une extension de degre
dn sur K. K
Corollaire. Un corps K est alge briquement clos si et seulement si K est
Pn -re duisant pour tout n1.
Si l’on pose Kn=QPn , les corps Kn sont alors galoisiens sur Q et on a
Q=K1 /K2 / } } } /Kn / } } } et Q =n1 Kn . En effet, un corps K e tant
Pn -re duisant si et seulement s’il ne posse de aucune extension stricte de
degre n, on a bien la suite d’inclusions. Soit maintenant : # Q , si n0
de signe le degre du polyno^me minimal de : sur Q, alors [Kn0(:) : Kn0]n0
et donc : # Kn0 .
Ainsi, si on note Gn=Gal(Kn Q), on a Gal(Q Q)=n1 Gn .
Par de finition me^me des corps hilbertiens, on a la proposition suivante:
Proposition. Soit P # Q[T1 , ..., Tn , X ] un polyno^me de degre en X plus
grand que 1 et absolument irre ductible. Si K est un corps P-re duisant, K ne
peut pas e^tre hilbertien.
Preuve. Le polyno^me P e tant irre ductible sur K, si K e tait hilbertien,
alors il existerait un n-uplet (t1 , ..., tn) # K n tel que P(t1 , ..., tn , X ) soit
irre ductible sur K. Comme ce dernier polyno^me est de degre plus grand que
1, cela contredirait alors le fait que K est P-re duisant. K
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Cette proposition nous permet alors de donner le re sultat sur les
extensions finies des clo^tures P-re duisantes des corps hilbertiens que nous
annoncions dans l’introduction.
The ore me. Soit P # Q[T1 , ..., Tn , X ] un polyno^me absolument irre duc-
tible de degre en X plus grand que 1. Si K est un corps hilbertien, alors
[KP : K]=+ et aucune extension finie et stricte de KP n’est P-re duisante. En
particulier, si L est un corps P-re duisant et si L{QP alors [L : QP]=+.
Preuve. Le corps KP n’est pas hilbertienne; comme toutes les extensions
finies de K sont des corps hilbertiens, on a [KP : K]=+. Par applica-
tion du the ore me de Weissauer, KPK e tant galoisien et K e tant hilbertien,
toutes les extensions finies et strictes de KP sont hilbertiennes et ne peuvent
e^tre P-re duisantes. K
On en de duit donc:
Corollaire. Si K de signe un corps hilbertien de caracte ristique {2,
alors aucune extension finie et stricte de K pyth n’est pythagoricienne.
Preuve. Le polyno^me X 2&T 21&T
2
2 est visiblement absolument irre duc-
tible sur K(T1 , T2)[X ] quand K n’est pas de caracte ristique 2. L’applica-
tion du the ore me de Weissauer prouve alors le corollaire. K
Remarques. v Ce corollaire avait de ja e te e tabli le cas K=Q.
v Le cas de la caracte ristique 2 est pathologique. En effet, en caracte risti-
que 2 tout corps est pythagoricien et il existe des corps de caracte ristique
2 hilbertiens. Par exemple F2(T).
On peut s’inte resser a la re ciproque du the ore me 1: une extension
alge brique de Q qui n’est pas hilbertienne est-elle ne cessairement P-re duisante
pour un polyno^me P absolument irre ductible et de degre en X plus grand
que 1?
Pierre De bes et Dan Haran viennent d’apporter re cemment une re ponse
ne gative a cette question. Ils montrent dans leur article [DH] que, pour
tout nombre premier p>2, le corps Kp construit de la manie re suivante:
Soit la suite de corps (Kn)n de finie par, K0=Q, K1=K0( p- :) (: # K0 , :0) et
pour tout n1, Kn+1=Kn( p- :) (: # Kn , :0) . On pose alors Kp=n # N Kn .
est un corps non hilbertien qui n’est P-re duisant pour aucun P. A ce
propos, ils montrent que ces corps sont RG-hilbertiens,1 ceci constituant un
nouvel exemple de corps RG-hilbertien et non hilbertien (le premier exem-
ple d’un tel corps avait e te donne par Fried et Vo lklein). Cet exemple est
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1 Un corps K est dit RG-hilbertien s’il ve rifie la proprie te de Hilbert uniquement pour les
polyno^mes absolument irre ductibles.
inte ressant, car les corps Kp ne sont pas PAC2 (on consultera [DH, FJ]
pour plus de de tails sur les proprie te s RG-hilbertien et PAC). Dans [DH],
De bes et Haran donnent aussi une caracte risation arithme tique des corps
P-re duisants pour un P donne . Nous renvoyons le lecteur a cet article pour
plus de de tails.
3. CORPS FERMATIENS
Dans tout ce qui suit, on de signe par K n l’ensemble des puissances
n-ie mes des e le ments d’un corps K. Tous les corps conside re s dans cette
partie seront commutatifs et de caracte ristique nulle.
De finition. Soient K un corps et n un entier naturel non nul. On dit
que K est:
v n-fermatien si toute somme de puissances n-ie mes d’e le ments de K
est encore une puissance n-ie me dans K. (i.e. K n=K n+K n.)
v ultra-n-fermatien si K est (X n&T n1&T
n
2)-re duisant.
On a alors:
Lemme 1. Soient K un corps commutatif et n un entier naturel non nul.
Les proprie te s suivantes sont e quivalentes:
(i) K est ultra-n-fermatien.
(ii) K est n-fermatien et contient les racines n-ie mes de l ’unite .
Nous allons focaliser notre attention sur la notion de corps ultra-n-
fermatien, celle-ci e tant un cas particulier de la notion de corps P-re duisant.
En particulier, on pourra parler de clo^ture ultra-n-fermartienne d’un corps,
alors que la notion de clo^ture n-fermatienne n’est pas naturelle. En effet, on
peut parler de clo^ture n-fermatienne d’un corps K en prenant une extension
alge brique n-fermatienne de K minimale pour l’inclusion, mais il n’y a alors
pas unicite de cette clo^ture. Par exemple, pour n=3 notons pour un
nombre re el :, 3- : la racine re elle de X 3&:. Conside rons la suite de corps
(Kn)n de finie par
K0=Q; Kn+1=Kn( 3- a3+b3)a, b # Kn .
Le corps K=n Kn est alors une clo^ture 3-fermatienne de Q qui n’est
visiblement pas la clo^ture ultra-3-fermatienne de Q puisque K/R (on
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2 Un corps K est dit (P)seudo-(A)lge briquement-(C) los si toute varie te irre ductible, lisse et
de finie sur K posse de un point K-rationnel.
appellerait ce corps la clo^ture 3-fermatienne re elle de Q). On peut, gra^ce, a
l’axiome du choix, de crire d’autres clo^tures 3-fermatiennes de Q.
The ore me 2. Soient K un corps et n un entier naturel non nul. Il y a
e quivalence entre les propositions suivantes:
(i) K est ultra-n-fermatien et &1 # K n;
(ii) K est (X n&T )-re duisant;
(iii) K contient les racines n-ie mes de l ’unite et K=K n;
(iv) K contient les racines n-ie mes de l ’unite et l ’application x [ xn est
une surjection de K sur lui-me^me.
Preuve. (i) O (iii). Par le lemme 1, on sait de ja que K contient les
racines n-ie mes de l’unite . Reste a montrer que K=K n. Soit : # K;
conside rons pour i=0, ..., n, les e quations
(Ei) (:+i)n= :
n
k=0
C kn i
n&k:k.
On regarde ces e quations comme un syste me line aire, d’inconnues :k.
Conside rons alors les deux de terminants suivants:
2= }
C 0n0
n C 1n 0
n&1 C 2n0
n&2 } } } } } } 1
}
C 0n1
n C 1n1
n&1 C 2n 1
n&2 } } } } } } C nn1
0
C 0n2
n C 1n2
n&1 C 2n 2
n&2 } } } } } } C nn2
0
b b
b b
C 0nn
n C 1nn
n&1 C 2n n
n&2 } } } } } } C nnn
0
et
7= }
C 0n0
n (:+0)n C 2n0
n&2 } } } } } } 1
}
C 0n1
n (:+1)n C 2n1
n&2 } } } } } } C nn1
0
C 0n2
n (:+2)n C 2n2
n&2 } } } } } } C nn2
0
b b
b b
C 0nn
n (:+n)n C 2nn
n&2 } } } } } } C nnn
0
Puisque K est n-fermatien et que &1 est une puissance n-ie me dans K,
toute somme (resp. diffe rence, resp. produit, resp. rapport) d’e le ments de
K n est encore dans K n. Ainsi, tout de terminant a coefficients dans K n est
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e le ment de K n. En remarquant que, pour tout entier m # N, on a m=
1n+ } } } +1n (m fois), on voit imme diatement que N/K n et que, par suite
2 et 7 sont dans K n. Maintenant, 2=(&1)n+1 V(1, ..., n) >nk=0 C
k
n ou
V(1, ..., n) est le de terminant de Vandermonde associe au n-uplet (1, ..., n).
Ainsi, V{0 et en appliquant la re gle de Cramer, on trouve
:=
7
2
# K n
par suite K=K n. Notons au passage que cette me thode nous permet de
trouver des formules explicites pour e crire un e le ment de K comme somme
de puissances n-ie mes. Par exemple, pour:
v n=2, on a
:=(:+1)2+\i \:2+1++
2
+\i - 32 :+
2
(qui n’est pas la formule la plus simple car il est bien connu que :=
( :+12 )
2+(i :&12 )
2).
v n=3, on a
:=\&:&33- 18 +
3
+( 3- 29 (:+2))3+(& 3- 518 (:+1))3+\ :3- 9+
3
.
(iii) O (iv). Imme diat.
(iv) O (ii). Soit t # K; d’apre s le (iv), il existe x # K tel que t=xn. Les
racines de X n&t sont alors les !n x, ou !n de crit l’ensemble des racines
n-ie mes de l’unite (qui sont dans K par hypothe se). Donc X n&t est
totalement de compose dans K.
(ii) O (i). Soient t1 , t2 # K; posons t=tn1+t
n
2 . Par hypothe se, le
polyno^me X n&tn1&t
n
2=X
n&t est comple tement de compose dans K, donc
K est (X n&T n1&T
n
2)-re duisant. Le choix t=&1, montre que &1 # K
n. K
Corollaire 1. v Soient m>1 et n>1 deux entiers tels que m divise n.
Si un corps K est ultra-n-fermatien et si &1 # K n alors K est ultra-m-
fermatien et &1 # K m.
v Soit n>1 un entier naturel et n=>ri=1 p
:i
i sa de composition en
facteurs premiers. Il y a e quivalence entre les propositions suivantes:
(i) K est ultra-n-fermatien et &1 # K n,
(ii) pour tout i=1, ..., r, K est ultra-p:ii -fermatien et &1 # K
pi
:i
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(iii) pour tout i=1, ..., r et tout ;i1, K est ultra-p;ii -fermatien et
&1 # K pi
;i.
Preuve. v D’apre s le the ore me 2, on a K=K n et !n # K (ou !n de signe
une racine primitive n-ie me de l’unite ). Si n=am avec a # N, alors K a/K
donc K=K n=K am/K m et par suite K=K m. De plus, !m=!an # K est une
racine primitive m-ie me de l’unite ; donc K est ultra-m-fermatien et
&1 # K m.
v (i) O (iii). D’apre s le the ore me 2, on a K=K n et !n # K (ou !n
de signe une racine primitive n-ie me de l’unite ). Soit p un nombre premier
divisant n. On a K=(K np) p/K p, donc K=K p. Par re currence, on obtient
K=K p: pour tout : # N. La racine !p=!npn est primitive p-ie me de l’unite ,
mais comme !p # K=K p, il existe !p2 # K tel que ! pp2=!p . La racine !p2 est
alors primitive p2-ie me de l’unite . Par re currence, on en de duit que,
pour tout : # N, K contient une racine primitive p:-ie me de l’unite . Le
the ore me 2 assure alors que K est ultra-p:-fermation et que &1 # K p:.
(iii) O (ii). Imme diat.
(ii) O (i). D’apre s le the ore me 2, on a pour tout i=1, ..., r, K=K pi
:i et
!pi:i # K (ou !pi:i de signe une racine primitive p
:i
i -ie me de l’unite ). Comme
K=K p1
:1=(K p1
:1) p2
:2=K p1
:1p
2
:2, on voit, par re currence, que K=K p1
:1 } } } pr
:r=
K n. Maintenant, la racine !n=!pi:n } } } !pi:n # K est primitive n-ie me de
l’unite ; on en de duit par le the ore me 2 que K est ultra-n-fermation et que
&1 # K n. K
Ce corollaire va nous permettre de caracte riser les corps ultra-n-
fermatiens en regardant leurs extensions cycliques (ce qui constitue, en
quelque sorte, l’analogue du the ore me de Diller et Dress pour les corps
ultra-n-fermatiens):
The ore me 3. Soient K un corps et n>1 un entier naturel. Il y a e quivalence
entre les propositions suivantes:
(i) K est ultra-n-fermatien et &1 # K n;
(ii) Pour tout nombre premier p divisant n, K contient les racines
p-ie mes de l ’unite et, pour tout entier : # N[0], K ne posse de pas d ’exten-
sion cyclique de degre p:.
Preuve. non(ii) O non(i). Supposons que K contienne les racins n-ie mes
de l’unite (sinon, d’apre s le the ore me 2 on a non(i) imme diatement). En
particulier, K contient les racines p-ie mes de l’unite pour tout premier p
divisant n. Soient p un nombre premier divisant n, : un entier non nul et
LK une extension cyclique de degre p:. Quitte a conside rer une sous-exten-
sion de LK, on peut supposer que :=1. Comme K contient les racines
124 BRUNO DESCHAMPS
p-ie mes de l’unite , LK est kumme rienne et par suite, il existe | # K tel que
L=K( p- |). En particulier, K{K p, ce qui signifie, d’apre s le the ore me 2
que K n’est pas ultra-p-fermatien ou que &1  K p. Dans ce cas, d’apre s le
corollaire 1, K n’est pas ultra-n-fermatien ou &1  K n.
non(i) O non(ii). Supposons que K contienne une racine primitive p-ie me
de l’unite , !p , pour tout p premier divisant n. D’apre s le corollaire 1, il
existe p divisant n et : # N[0] tels que K ne soit pas ultra-p:-fermatien ou
&1  K p:.
Si &1  K p:, alors p=2 et donc &1  K 2. L’extension K(- &1)K est
cyclique de degre 2. Supposons maintenant que &1  K p:; K n’est donc pas
ultra-p:-fermatien et comme &1 # K p, par le corollaire 1, K n’est pas ultra-
p-fermatien. Comme !p # K, on a K{K p. Soit alors | # KK p; l’extension
K( p- |)K est cyclique (c’est une extension kumme rienne) et elle est de
degre p. En effet, p- | annule le polyno^me X p&|; il suffit donc de ve rifier
que ce dernier est irre ductible sur K. Soir !p une racine primitive p-ie me de
l’unite . Dans K [X ] on a X p&|=> pk=1 (X&!
k
p
p- |); si H(X ) # K[X ]
divise X p&| dans K[X ], alors son terme constant est de la forme !rp|
sp
avec sp. Supposons que s{0, p, alors, comme p est premier, s est
premier avec p et d’apre s le the ore me de Be zout, il existe deux entiers
relatifs u et v tels que up+vs=1. Mais alors |(u+vsp)=|1p # K, ce qui est
absurde. K
On obtient alors comme corollaire, cette proprie te analogue a celle des
corps pythagoriciens:
Corollaire 2. Soient n # N[0], L un corps ultra-n-fermatien et K un
sous-corps de L. On suppose que
v &1 # K n2,
v K contient les racines n2-ie mes de l ’unite .
Alors, si [L : K]<+, le corps K est ultra-n-fermatien.
Preuve. Supposons que K ne soit pas ultra-n-fermatien et conside rons
alors deux corps K1 et L1 tels que:
v K/K1 /L1 /L,
v L1 K1 ne posse de aucune extension interme diaire,
v L1 soit ultra-n-fermatien et K1 non ultra-n-fermatien.
(Un tel couple de corps (K1 , L1) existe bien car l’extension LK e tant
se parable, elle posse de un nombre fini d’extensions interme diaires).
125CORPS PYTHAGORICIENS
Par hypothe se, &1 # K n1 et K1 contient les racines n-ie mes de l’unite ,
donc d’apre s le the ore me 3, il existe un nombre premier p divisant n et un
entier : # N[0] tel que K1 posse de une extension cyclique de degre p:,
donc en particulier une extension cyclique de degre p. Mais K1 ne peut pas
posse der d’extension cyclique de degre p2 car, comme K1 contient les
racines p2-ie mes de l’unite , une telle extension serait kumme rienne et il
existerait | # K1 K p
2
1 tel que K1(
p2- |) soit cyclique de degre p2. Alors
comme | # L1 et que L p
2
1 =L1 (the ore me 2) on aurait K1(
p2- |)/L1 et il
existerait une extension interme diaire a l’extension L1K1 , ce qui est
absurde.
On en de duit donc que, pour tout | # K1 , le polyno^me X p
2
&| est
re ductible dans K1[X ]. Soit !p2 une racine primitive p2-ie me de l’unite ; en
e crivant:
X p2&|= ‘
p2
k=1
(X&!kp2
p2- |)
on en de duit qu’il existe un entier m tel que 0<m<p2 et |mp2 # K1 (c’est
le coefficient constant, a une racine p2-ie me de l’unite pre s, d’un polyno^me
de K1[X ] divisant X p
2
&|). Si m= p, alors p- | # K1 . Si m{ p, alors m
est premier avec p2 et, par Be zout, il existe des entiers rationnels u et v tels
que up2+vm=1. On en de duit que |1p2=|u+vmp2 # K1 et, par suite, que
p- | # K1 . Ainsi K1=K p1 et comme K1 contient les racines p-ie mes de
l’unite , K1 n’a pas d’extension cyclique de degre p (car elle serait
kumme rienne), ce qui est absurde. K
Notons que le corollaire pre ce dent n’a aucune chance de rester vrai si
l’on ne prend pas quelques pre cautions sur l’existence de racines de l’unite
dans K (penser a R et C par exemple). Pour finir, inte ressons-nous a la
clo^ture ultra-n-fermatienne d’un corps K (i.e. la clo^ture P-re duisante de K
pour P=X n&T n1&T
n
2) que nous noterons K
u& ferm
n :
The ore me 4. Soient n # N[0] et K un corps hilbertien. Alors
[K u& fermn : K]=+ et aucune extension finie stricte de K
u& ferm
n n’est
ultra-n-fermatienne.
Preuve. Le polyno^me X n&T n1&T
n
2 est visiblement absolument irre duc-
tible dans Q(T1 , T2)[X ], donc reste irre ductible sur tout corps de
caracte ristique 0. Si [K u& fermn : K]<+, alors K
u& ferm
n est hilbertien ce
qui est en contradiction avec le fait que X n&T n1&T
n
2 se de compose pour
tout spe cialisation T1=t1 # K, T2=t2 # K. Le fait qu’aucune extension
finie stricte de K u& fermn ne soit ultra-n-fermatienne vient imme diatement du
the ore me 1. K
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Ribenboim avait de ja montre ce re sultat dans le cas des corps de nom-
bres. Remarquons que le corollaire 2 permet de donner un autre cate gorie
de corps K tels que [K u& fermn : K]=+. On a en effet:
Proposition 1. Soient n # N[0] et K un corps. On suppose que
v &1 # K n2,
v K contient les racines n2-ie mes de l ’unite .
Alors, si K n’est pas ultra-n-fermatien, [K u& fermn : K]=+.
On obtient alors une structure pour Gal(K u& fermp K ) analogue a celle, de
Gal(K pythK ) pre sente e dans l’introduction:
The ore me 5. Soient p un nombre premier impair et K un corps
contenant une racine primitive p2-ie me de l ’unite . Le groupe de Galois de
l ’extension K u& fermp K est un pro-p-groupe sans torsion.
Preuve. Le groupe Gal(K u& fermp K ) est clairement sans torsion (c’est la
traduction du corollaire 2, la condition &1 # K p2 e tant imme diatement
ve rifie e). Dans un corps M contenant les racines p-ie mes de l’unite , un
polyno^me X p&: est, soit irre ductible, soit totalement de compose (me^me
argument que dans la preuve du the ore me 3). Conside rons alors les corps
L tels qu’il existe une suite finie K=K0 /K1 / } } } /Kn=L telle que pour
tout i=0, ..., n&1, Ki+1=Ki ( p- :2+; p) pour un certain couple :, ; # Ki .
L’extension LK est finie et galoisienne, son groupe de Galois est visible-
ment un p-groupe et comme K u& fermp est la limite inductive de ces extensions
LK (par la construction de la clo^ture P-re duisante vue au paragraphe 2),
on en de duit que Gal(K u& fermp K ) est la limite projective de p-groupes,
c’est-a -dire un pro-p-groupe. K
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